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Вступ 
Для сучасних систем радіолокації і зв’язку важливе значення мають ме-
тоди побудови та способи кодування дискретних сигналів. Велику групу 
становлять кодові послідовності і сигнали, у яких модуляція амплітуди і 
фази здійснюється в дискретні моменти часу. До них належать також біна-
рні дискретні сигнали у вигляді імпульсних послідовностей різної довжи-
ни, кратної інтервалу дискретності. Ці та інші сигнали можуть бути вико-
ристані для побудови складніших одно- й багатовимірних сигналів, які за-
довольняють відповідні вимоги до конкретно поставлених задач. Значних 
успіхів в розгортанні досліджень, пов’язаних із синтезом оптимальних 
дискретних сигналів, було досягнуто, завдяки використанню сучасних сис-
темних методів і теорії комбінаторних конфігурацій. Перехід від традицій-
них теоретико-множинних до системних принципів опису об’єктів поруч із 
використанням комбінаторних методів оптимізації дозволяє знаходити но-
ві підходи до ефективного вирішення багатьох задач радіолокації, телеко-
мунікації та електрозв’язку.  
Огляд методів оптимізації  
Для синтезу оптимальних дискретних сигналів широко використову-
ється математичний апарат сучасної теорії комбінаторних конфігурацій, 
таких як досконалі різницеві множини (perfect difference sets) [1], розшире-
ні поля Ґалуа (Galois Fields) [2] та інші комбінаторні конструкції [3]. Один 
з підходів до синтезу оптимальних дискретних сигналів базується на вико-
ристанні властивостей «досконалих циклічних співвідношень», за якими  
всі числа цього співвідношення й усі суми поруч розміщених чисел утво-
рюють натуральний ряд від 1 до n2-n +1, де n – кількість чисел у співвід-
ношенні [4].  В інших публікаціях структури з цими властивостями мають 
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назву «ідеальна кільцева в’язанка», також «ідеальне кільцеве відношення» 
(ІКВ) [5-8], а в зарубіжних публікаціях: Vjazanka [9], Gold Ring Bundle 
(GRB) [10-12], Golden Numerical Ring (GNR) [13], Idealny Pierścień 
Liczbowy (IPL) [14, 15], Złoty Pierścień Liczbowy” (ZPL) [16]. В роботі [5] 
було запропоновано метод синтезу оптимальних дискретних систем на ос-
нові згаданих співвідношень, у вигляді системи взаємопов’язаних просто-
ровою структурою множини чисел натурального ряду і множини коорди-
нат розміщення цих чисел на розгорнутій поверхні тору. Дослідження тон-
кої структури дво- і тривимірних ІКВ дозволило типізувати їх комбінатор-
ні властивості на геометричних конструкціях вищих вимірів, спрямувавши 
розвідку в напрямі виявлення нових кластерів ІКВ з унікальними групови-
ми властивостями. В [18] з’явилося  повідомлення про відкриття кластеру 
ІКВ «Зірка Слави України» з невідомими раніше властивостями, за яких 
переставляння місцями наявних векторних елементів всередині кільцевої 
структури зберігає унікальність ІКВ. Кластер «зіркових» ІКВ збагачує мо-
жливості опрацювання регулярних методів побудови нового класу t-
вимірних оптимальних дискретних сигналів. Велику групу становлять век-
торні ІКВ зіркового типу, які відрізняються між собою лише кількома еле-
ментами, зберігаючи свої унікальні властивості.  
Дослідження проблеми існування, переліку та способів побудови вище-
згаданих математичних структур на основі використання полів Ґалуа й те-
орії циклічних різницевих множин здійснено в [5-8, 20]. Опрацювання не-
традиційних підходів та алгоритмів синтезу повних сімей одно- і багато-
вимірних ІКВ з використанням їх ізоморфних перетворень й групових вла-
стивостей висвітлено в [7-8, 17, 18, 25]. В працях [7, 8, 19, 20] здійснена 
спроба теоретичного узагальнення комбінаторних властивостей багатови-
мірних моделей дискретних систем, побудованих на множині взаємо-
пов’язаних математичних об’єктів та операцій (алгебри в’язанок) з класи-
фікацією за рядом ознак. Результати дослідження умов існування й обчис-
лення потужності множин повних сімей ІКВ з відповідними таблицями  
побудованих повних сімей одновимірних ІКВ до 30-го порядку та обчис-
ленням потужності повних сімей ІКВ до 1000-го порядку були опублікова-
ні в [7,20] та в інших працях.  
Для синтезу бінарних сигналів й оптимальних кодових послідовностей, 
які використовуються в сучасних радіосистемах різного призначення, пе-
реважно застосовують математичний апарат теорії скінченних полів [1, 2]. 
Класичні методи синтезу комбінаторних конфігурацій, які базуються на 
теорії полів Ґалуа й різницевих множин, не дають повної гарантії щодо 
знаходження усіх їх варіантів з-за необхідності пошуку відповідних полів 
для кожного окремого випадку [2]. На відміну від згаданих методів були 
розроблені алгоритми для генерації повних сімей ІКВ та циклічних проек-
тивних площин [1], синтез яких  не пов'язаний з класичною теорією комбі-
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наторних конфігурацій [21-22]. В працях [7, 20] описані регулярні методи 
синтезу повних сімей одно- й багатовимірних ІКВ.  
Кільцева структура системи, як відомо, забезпечує майже вдвічі більшу 
стосовно ланцюжкового впорядкування елементів кількість її дискретних 
станів, тому  в основу методу комбінаторної оптимізації була покладена 
модель системи з кільцевою структурою. Принцип оптимальних структур-
них відношень (ОСВ) базується на можливості розширення діапазону гар-
монічних (пропорційних числам натурального ряду) частин цілого шляхом 
розбиття симетричного простору на асиметричні суміжні сектори за «ідеа-
льним кільцевим відношенням» (ІКВ) [5]. Множина різної величини сек-
торів, утворених на такому розбитті, перелічує множину чисел натураль-
ного ряду 1,2,…, n(n-1) за круговою шкалою відліку, де   n - число позна-
чок [4]. Залежно від поставленої задачі, принцип ОСВ дозволяє формувати 
оптимальні дискретні сигнали у вигляді унітарного (одиничного) [7], двій-
кового монолітного [7, 10-13, 17, 18, 20, 23-27], двійкового циклічного [7, 
20] кодів, або бінарних імпульсних послідовностей [14-16]. Теоретичним 
підґрунтям ІКВ-структур є алгебрична теорія чисел [1], теорія комбінатор-
них конфігурацій [2] і алгебра в’язанок (В-алгебра) [7]. Одновимірні ідеа-
льні кільцеві в’язанки за додаванням утворюються на замкненій (кільцевій) 
послідовності одновимірних векторів (відстаней між імпульсами, ширини 
імпульсів тощо),  а t- вимірні – на послідовності t-кортежів (t-вимірних ве-
кторів). Множина усіх утворених таким способом кільцевих вектор-сум 
вичерпує множину значень просторових координат вузлових точок t-
вимірної сітки, яка покриває фіксоване число разів поверхню тору відпові-
дної розмірності [18, 23]. Оптимізація дискретних систем ґрунтується на 
унікальних властивостях просторової обертової симетрії та асиметрії, від-
дзеркалених в ідеальних кільцевих відношеннях [17, 24].  
До кластеру t–вимірних ІКВ належать кільцеві n–послідовності цілочи-
слових t–кортежів, множина значень яких, разом  із множиною значень 
усіх кільцевих (обчислених з урахуванням відповідних модулів) вектор-
сум, утворених на цих t–кортежах, покриває множину вузлових точок ко-
ординатної сітки з t циклічно замкненими осями координат на поверхні 
тороїду відповідної розмірності [17, 25-26]. Векторні ІКВ охоплюють ши-
роке коло комбінаторних конструкцій– від ідеальної кільцевої в’язанки чи-
сел до багатовимірних структур ІКВ з прямим виходом на їх практичне за-
стосування в гідро-  і квантовій акустиці [11-13], радіо- та електрозв’язку 
[19, 24, 25] й сучасних векторних оптимальних інформаційних технологіях 
[26, 27]. Встановлено, що деякі різновиди одновимірних ІКВ за своїми 
комбінаторними властивостями є аналогами класичних комбінаторних 
конфігурацій, таких як різницеві множини, блок-схеми, адамарові матриці, 
скінченні проективні площини і ін. [1, 2]. Двовимірні й багатовимірні век-
торні ІКВ становлять новий клас ще мало вивчених векторних комбінатор-
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них конструкцій [7,10-13,17-18,20,23,25-27], які за своєю чисельністю в 
десятки разів перевершують класичні комбінаторні конфігурації [18,23,25]. 
Постановка задачі 
Оптимізація дискретних сигналів охоплює багато задач радіолокації, 
телемеханіки та електрозв’язку, які пов’язані з подоланням складності іс-
нуючих методів та алгоритмів синтезу бінарних кодованих сигналів й ім-
пульсних послідовностей на основі класичної теорії різницевих множин і 
полів Ґалуа [1, 2]. Тому актуальною постає проблема опрацювання та дос-
лідження відносно простих моделей оптимальних дискретних сигналів. 
Важливим завданням є встановлення умов існування моделей оптимальних 
дискретних сигналів на основі дослідження законів просторової обертової 
симетрії – асиметрії. У більш загальному плані завдання полягає в опрацю-
ванні регулярного методу побудови моделей оптимальних дискретних сиг-
налів, зокрема завадостійких кодових послідовностей та алгоритмів синте-
зу дискретних сигналів з корисними кореляційними властивостями.  
Метод вирішення завдання 
В основу методу покладено дослідження комбінаторних властивостей 
багатоелементних послідовностей зі замкненою (кільцевою) структурою.  
Розміщення множини елементів на множині позицій послідовності здійс-
нюється так, щоб усі ці елементи, а також набори з двох, трьох і т.д. послі-
довно розміщених по кільцю елементів траплялися визначене число раз у 
всій сукупності цих наборів. Метод базується на використанні властивос-
тей комбінаторних конфігурацій з кільцевою структурою, елементи яких 
взаємопов’язані певними математичними операціями – алгебричної теорії 
в’язанок (В-алгебри) [7]. Елементами таких конструкцій можуть виступати 
будь-які об’єкти (не обов’язково математичні), а в радіотехнічних систе-
мах – дискретні сигнали і кодові символи. У загальному випадку метод до-
зволяє розглядати відношення між сумірними підмножинами впорядкова-
них елементів та їхніми просторовими координатами в базисному полі за-
даної системи координат. Метою постановки таких задач є розвиток єди-
ного підходу до побудови моделей оптимальних дискретних сигналів, який 
базується на використанні унікальних геометричних властивостей оберто-
вої симетрії стосовно можливості розбиття кругового поля на асиметричні 
частини, пропорційні числам ІКВ [5]. Один із підходів передбачає застосу-
вання алгоритму генерації повних сімей ІКВ методом їх покрокового «ви-
рощування» на множині чисел натурального ряду [7, 20-22]. Моделі зручно 
представляти у вигляді кругової діаграми з n точками, які знаходяться на 
кожному з  n  концентрично розміщених навколо центру діаграми рівнів.  
Кожній точці на усіх рівнях від першого до (n-1)-го відповідає інше число 
ряду, а множина точок і множина з’єднувальних ліній утворюють кругове 
симетричне поле оптимально розподілених чисел натурального ряду від 1 
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до Sn–1. Модель набуває вигляду координатної сітки, стягнутої з поверхні 
тору, де кожне число зустрічалося рівно по одному разу [5]. Така конфігу-
рація утворюється на n- послідовності цілих додатних чисел (k1, k2,…, ki,…, 
kn), розміщених за кільцевою схемою, де числа та всі суми з двох, трьох і т. 
д. поруч розміщених чисел перелічують значення чисел натурального ряду 
від 1 до (Sn–1)/R рівно R разів. Сума Sn  всіх n  елементів одновимірної ІКВ 
визначається її параметрами  [6] : 
 
2
1n
n n
S
R

    (1) 
Цілочисловий розв’язок рівняння (1) визначає необхідні умови існу-
вання ІКВ з параметрами Sn, n , R. З цього рівняння можна бачити, що за 
умови, коли n=R,  ІКВ вироджується в кругову Sn- послідовність однако-
вих елементів, утворюючи поле обертової симетрії Sn-го порядку [17, 24]. 
Звідси прослідковується теоретичний зв'язок між обертовою симетрією та 
необхідними умовами існування моделей оптимальних дискретних кодо-
вих сигналів з параметрами  Sn, n, R.  
Принцип оптимальних структурних відношень 
Метою запровадження  принципу оптимальних структурних відношень 
(ОСВ) є подолання технічного протиріччя між намаганням збільшити ін-
формаційну спроможність системи й бажанням спростити її структуру 
шляхом зменшення числа елементів та з’єднань в системі. Розглянемо кі-
лька прикладів застосування цього принципу в задачах конструювання оп-
тимальних дискретних сигналів різного призначення. Зручним інструмен-
том для його практичного застосування в  оптимізаційних задачах радіоте-
хніки і електрозв’язку є «ідеальна кільцева в’язанка» (ІКВ). В ролі елемен-
тів ІКВ можуть фігурувати відстані між сигналами,  тривалість кодових 
імпульсів тощо. Серед великої різноманітності кодових сигналів особли-
вий інтерес викликають циклічні коди, завдяки їх високої ефективності 
стосовно виявлення і виправлення помилок. Алгоритм побудови коду за 
допомогою ІКВ з параметрами Sn  , n, R передбачає виконання наступних 
операцій [7].  
1. Пронумерувати усі комірки одновимірного масиву довжиною N =Sn  
та заповнити інформаційними «одиницями» ті з них, порядкові номери 
яких збігаються з числами zl, (l=1,2,…, n), визначеними за елементами  ki , 
(i= 1,2,…, n)  ІКВ згідно формули: 
 1
1
, 1,2,...,
l
i
i
z k l n

   (2) 
2. Заповнити порожні комірки масиву інформаційними «нулями». 
3. Циклічними зсувами отриманої кодової послідовності знайти решта 
Sn -1 комбінацій.   
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Нехай N =7, тоді елементами  ki , (i= 1,2,…, n)  ІКВ з параметрами Sn=7, 
n=4, R=2 є числа k1= k2=1, k3=2, k4=3. Результати побудови завадостійкого 
коду за допомогою ІКВ (1, 1, 2 ,3) з вказаними параметрами  приведені в 
таблиці 1.  
Таблиця 1  
Код, побудований на основі ІКВ (1,1,2,3)  
Легко побачити, що 
будь-яка пара порівнюваних 
між собою кодових комбі-
націй містить рівно R із n 
«одиничних» символів в од-
нойменних розрядах, що ви-
пливає із властивостей ІКВ. 
Решта  n –R  символів з од-
нієї й стільки ж з другої 
комбінації відрізняються від символів, що знаходяться в однойменних роз-
рядах порівнюваних кодових комбінацій. Звідси випливає формула для ви-
значення  числа d різнойменних символів, що знаходяться в розрядах з од-
наковими порядковими номерами порівнюваних послідовностей: 
 d  = 2(n – R) (3) 
В загальному випадку параметри  n  і R  ІКВ можуть обиратися довіль-
но в межах, визначених рівнянням (1), де n ≥ R, Sn ≥ n, а  кількість t1  поми-
лок, які підлягають виявленню чи  виправленню t2  за допомогою цього ци-
клічного коду,  визначається формулами  [7]:   
 t1≤  2(n – R ) – 1 ;            t2 ≤  n – R – 1. (4) 
Потужність методу кодування збільшується вдвічі (від Sn до 2Sn), якщо 
таблицю 1 доповнити таблицею таких же розмірів, у якій символи «1» за-
писані замість «0», і навпаки. При цьому формула (3) для визначення числа  
d  на цій таблиці залишається властивою, а кодову відстань  d1,2 між кодо-
вими комбінаціями, які знаходяться в різних таблицях, потрібно визначати 
як різницю 
 d1,2  = Sn – 2(n – R ), (5)  
адже будь-яка комбінація з однієї таблиці є доповненням кодової комбіна-
ції з другої. Мінімальна кодова відстань для коду, який об’єднує обидві 
таблиці, визначається як менший з двох результатів, одержаних за (3) 
та (5). 
Із (3) - (5) випливають формули для визначення кількості помилок, які 
можна виявити або виправити за допомогою циклічного коду вдвічі збіль-
шеної потужності [7]: 
 , якщо   (6) 
п/п 
Нумерація позицій кодових символів 
1 2 3 4 5 6 7 
1 1 1 0 1 0 0 1 
2 1 1 1 0 1 0 0 
3 0 1 1 1 0 1 0 
4 0 0 1 1 1 0 1 
5 1 0 0 1 1 1 0 
6 0 1 0 0 1 1 1 
7 1 0 1 0 0 1 1 
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 , якщо    (7)  
Формули (6) і (7) дають змогу визначати коректувальну здатність двій-
кових циклічних кодів вдвічі більшої потужності. З порівняння системи 
математичних співвідношень (6) і (7) випливає, що об’єднаний  двома таб-
лицями код здатний виправляти лише на одну помилку менше, порівняно з 
кодом, утвореним  комбінаціями однієї з цих таблиць. Аналіз формул (3)-
(7) показує, що зі збільшенням довжини Sn кодових комбінацій оптимізо-
ваного ІКВ-циклічного коду його коректувальна спроможність зростає за 
нелінійним законом, наближаючись до 24 % виправлених помилок при Sn ≈ 
100. 
Властивості ІКВ з параметрами (Sn, n) можна використати для виправ-
лення багаторазових помилок за допомогою побудови системи контроль-
них перевірок циклічних кодів.  
Алгоритм побудови системи контрольних перевірок циклічних кодів з 
мажоритарною схемою декодування на основі ІКВ (k1, k2 , …, ki , …, kn)  
передбачає виконання наступних дій. 
1. Побудувати n числових послідовностей G1, G2,…,  Gi ,…, Gn , елемен-
ти g(j) яких обчислюються за формулою: 
  (8) 
 
Знайдена множина послідовностей чисел – це множина шуканих різ-
ниць, у якій кожна ненульова різниця трапляється точно R раз. 
2. На основі побудованої множини числових послідовностей скласти 
систему контрольних перевірок, яка визначає схему декодування для двій-
кового циклічного коду (Sn, n ), де Sn – довжина кодових комбінацій, n - 
потужність коду. 
Приклад побудови систем контрольних перевірок циклічних кодів за 
допомогою ІКВ (k1=1, k2=1, k3=2, k4=3), n=4, R=2. 
1.  За формулою (8) знаходять чотири (n=4) послідовності чисел: 
 G1=(0,1,3,6);   G2 =(0,2,5,6);    G3 =(0,3,4,5);    G4 = (0,1,2,4).  (9) 
Знайдені послідовності є множиною різниць, де кожна ненульова різ-
ниця зустрічається рівно двічі (R = 2). 
2. Множині послідовностей (9) ставлять у відповідність наступну сис-
тему контрольних перевірок: 
 X0 + X1 + X3 + X6 = 0,   X0 + X2 + X5 + X6 = 0, 
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 X0 + X3 + X4 + X5 = 0,   X0 + X1 + X2 + X4 = 0, 
де Xi (i=0,1,…,6) –символи, які визначають контрольні співвідношення сис-
теми.  
Отримана система визначає схему декодування для двійкового цикліч-
ного коду (7,4). 
Алгоритм базується на методі побудови системи контрольних переві-
рок циклічних кодів з мажоритарною схемою декодування [29] та викорис-
танні комбінаторних властивостей ІКВ [7]. 
Висновки 
Принцип оптимальних структурних відношень (ОСВ) дає можливість 
опрацювати загальний підхід до комбінаторної оптимізації дискретно-
кодованих сигналів. За способом формування моделей оптимальних дис-
кретних сигналів на ІКВ-послідовностях з параметрами  n і Sn  їх можна ро-
зділити на дві групи. До першої належать послідовності з періодом довжи-
ною n, а до другої – Sn-послідовності. Моделі першої групи застосовують, 
наприклад, для синтезу оптимальних завадостійких самокоректувальних 
(монолітних) кодів [7] і систем контрольних перевірок циклічних кодів з 
мажоритарною схемою декодування. Друга група моделей стосується по-
будови бінарних кодових послідовностей з низьким рівнем функції авто-
кореляції та завадостійких циклічних кодів довжиною Sn, спроможних ви-
правляти до 24 відсотків помилок для Sn ≈ 100. Дослідження теоретичного 
зв’язку властивостей ІКВ з обертовою симетрією дозволяє визначати необ-
хідні умови існування моделей оптимальних дискретних сигналів. Дво- та 
багатовимірні ІКВ за своєю чисельністю перевершують класичні комбіна-
торні конфігурації в десятки й сотні разів [27]. Кластер «зіркових» ІКВ 
збагачує можливості опрацювання регулярних методів побудови нового 
класу багатовимірних оптимальних дискретних сигналів. Запропоновані 
моделі дозволяють розробляти регулярні методи побудови одно- й багато-
вимірних оптимальних дискретних сигналів різного призначення.  
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Різник В. В. Моделі оптимальних дискретних сигналів на кільцевих 
комбінаторних конфігураціях. Здійснено огляд методів оптимізації дискретних 
радіосигналів.  Запропоновано загальний підхід до конструювання на основі принципу 
«оптимальних структурних відношень» оптимальних дискретних сигналів різного при-
значення. Приведені алгоритми побудови систем контрольних перевірок завадостійких 
циклічних кодів з мажоритарною схемою декодування та завадостійких циклічних 
кодів. Представлено кластер комбінаторних конфігурацій з невідомими раніше вла-
стивостями - «зіркових» ІКВ, які розширюють спектр потенційних можливостей ви-
користання дво- й багатовимірних моделей для проектування сучасних систем зв’язку, 
навігації й розвитку новітніх телекомунікаційних технологій. Досліджено теоретич-
ний зв'язок між обертовою симетрією та необхідними умовами існування моделей оп-
тимальних дискретних сигналів.  
Ключові слова: дискретний сигнал, кодова послідовність, коректувальна 
здатність, оптимальний циклічний код, обертова симетрія, принцип оптимальних 
структурних відношень, синтез оптимальних сигналів. 
 
Ризнык В. В. Модели оптимальных дискретных сигналов на кольцевых комби-
наторных конфигурациях. Сделан обзор методов оптимизации дискретных радио-
сигналов.  Предложен общий подход к построению оптимальных дискретных сигналов 
на основе принципа «оптимальных структурных отношений». Приведены алгоритмы 
построения систем контрольных проверок циклических кодов с мажоритарной схемой 
декодирования и кодов, исправляющих до 24% ошибок при длине кодовых комбинаций 
не более 100 двоичных разрядов. Представлен кластер комбинаторных конфигураций, 
сохраняющих полезные свойства предложенных моделей оптимальных сигналов при 
перестановке элементов одного и того же их состава - «Звезды Славы Украины», 
расширяющий возможности использования многомерных моделей для проектирования 
современных систем связи, навигации и развития телекоммуникационных технологий. 
Исследована теоретическая связь между вращательной симметрией и необходимыми 
условиями существования моделей оптимальных дискретных сигналов.  
Ключевые слова: дискретный сигнал, кодовая последовательность, корректирую-
щая способность, оптимальный циклический код, вращательная симметрия, принцып 
оптимальных структурных отношений, синтез оптимальных сигналов. 
 
Riznyk V. V. Models of optimum discrete signals on the ring combinatorial configura-
tions. The innovative techniques for improving the quality indices of radio-signals for com-
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munications and radars with non-uniform structure (e.g. code sequences) with respect to er-
ror protection, using novel combinatorial configurations such as cyclic difference sets and 
Ideal Ring Bundles (IRB)s were regarded. Method for construction of optimum discrete sig-
nals, based on these models is proposed. IRBs are cyclic sequences of positive integers, which 
form perfect partitions of a finite interval [1,N]. The sums of connected sub-sequences of an 
IRB enumerate the set of integers [1,N-1] exactly R-times. This property makes IRBs useful in 
applications, which need to partition sets with the smallest possible number of intersections. 
The models of optimum discrete signals, having previously unknown favorable property, 
which hold for the same set of the IRBs in varieties permutations of its terms, named the 
"Glory to Ukraine Stars” have been indicated as a cluster of combinatorial configurations. 
Some algorithms and useful examples for constructing of optimum cyclic error-correcting 
codes are presented.  It shows that remarkable properties of IRBs have encoded in fine struc-
ture of circular symmetry and asymmetry ensembles. There are great classes of new two- and 
multidimensional IRBs, which being in excess classic models of optimum discrete signals with 
respect to number and combinatorial varieties. Indicate that the IRBs to be in exceed of clas-
sic perfect difference sets multiply.  
Keywords: discrete signal, code sequence, correcting ability, optimal cyclic code, circu-
lar symmetry, optimum principle of structural relations, synthesis of optimal signals. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
